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1 Probléme de Neumann

Soient  un ouvert borné lipschitzien connexe de R, f € L? (Q) et g € L* (99). On s’intéresse
au probléme aux limites suivant :

1 —Au=f sur
Chercher u € H" (2) tel que % =g  sur 0N W
n

La formulation variationnelle de (1) s’écrit, avec V = H' (Q) :

Chercher u € V tel que Yv € V,a (u,v) = b(v) (2)
avec a (u,v) /Vu Vo et b(v /f—l—/ gu.
o0
Théoréme. / f +/ g #0, (1) n'a pas de solution.
o0

— Si / f +/ g =0, les solutions de (1) sont de la forme u (x) = ug (x) +¢,c € R, ot ug

o Joa
est l'unique solution de

—Au=f surQ
ou
Chercher w € H* (Q) tel que oY sur 09 3)
/nu =0
Q

En posant Vo = {v € H'(Q) ,/ v = O}, (3) est équivalent a
Q

Chercher u € Vy tel que Vv € Vy,a (u,v) =b(v). (4)

Théoréme (Lax-Milgram). Soient W un espace de Hilbert, a : W xW — R une forme bilinéaire,
continue et coercive et b: W — R une forme linéaire continue. Alors le probléme

Chercher u € W tel que Yv € W,a (u,v) = b(v)

est bien posé.



Théoréme (Inégalité de Pomcare—ertmger Soit Q0 un ouvert borné lipschitzien conneze de

RY. ey € Ry, Vo € HY ( v — |Q|/

Appliquons les résultats précédents a (4) :
— H'(Q) est un espace de Hilbert. En tant que sous-espace vectoriel fermé de H' (Q), Vp
équipé de la norme de H' (Q2) est un espace de Hilbert.

— Yu,v € HY(Q),|a(u,v)| = ‘/ Vu- Vv
Q

< ew [Vl 2 q)

< ||VUHL2(Q)||VU||L2(Q) < HU”HI(Q)”UHHI(Q)

donc a est continue sur H* (Q), et par conséquent sur Vj.
VvGHl(Q),b(v)—‘/fv+/ gu fv +‘/ gu
oQ

90l 2200y 101l L2 00y < (I1f1 L2y + erllgll L2 a0 ||UHH1 () par le théoréme de trace, donc

b est continue sur H'! (Q), et par conséquent sur Vj.
2 2 2
— € Vool = [0l + 1 Velia@) < (4 c) [Volag = (L+ev) ao.v),

<

< 2@ llvll 2y +

donc forallv € Vy,a (v,v) > a||v||§11(9) avec a = 75 > 0, donc a est coercive sur V.
c
W

Ainsi, le probléme (4) est bien posé.

2 Injections compactes

Définition. Soient V' et W des espaces de Banach. Soit T € L(V,W). On dit que T est un
opérateur compact si VB C V borné, T (B) est un compact de W, ou de fagon équivalente si
pour toute suite bornée (vy,) de V, on peut extraire de (T (vn)),cy € W' une sous-suite qui
converge dans W.

neN

Théoréme. Soient V et W des espaces de Banach. L’ensemble KC (V, W) des opérateurs compacts
de V dans W est un sous-espace vectoriel fermé de L (V,W).

Théoréme (de Rellich). Soit Q un ouvert borné de RY.
— L’injection canonique i : Hy (Q) — L* (Q) est compacte.
— Si Q est lipschitzien, Uinjection canonique i : H* (Q) — L* (Q) est compacte.



