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1 Problèmes aux limites
Soit Ω un ouvert borné de Rd uniformément lipschitzien. On s’intéresse au problème aux

limites suivant :

Chercher u : Ω → R tel que

 −∇ · (A∇u) = f sur Ω
u = 0 sur Γ1

(A∇u) · n+ βu = g sur Γ2

avec les hypothèses :
— A ∈ L∞ (

Ω,Rd×d
sym

)
;

— ∃c > 0,∀y ∈ Rd, yTA (x) y ≥ c|y|2 pour presque tout x ∈ Ω ;
— β > 0.

On a alors ∫
Ω

−∇ · (A∇u) v =

∫
Ω

fv.

Or,∫
Ω

−∇·(A∇u) v =

∫
Ω

(A∇u)·∇v−
∫
∂Ω

((A∇u) · n) v =

∫
Ω

(A∇u)·∇v−
∫
Γ1

((A∇u) · n) v−
∫
Γ2

((A∇u) · n)︸ ︷︷ ︸
g−βu

v.

On impose u = v = 0 sur Γ1 et ∀u, v ∈ V =
{
v ∈ H1 (Ω) , v|Γ1

= 0
}
, on pose

a (u, v) =

∫
Ω

(A∇u) ·∇v + β

∫
Γ2

uv, b (v) =

∫
Ω

fv +

∫
Γ2

gv.

La définition de V assure que a est bien définie puisqu’on a alors
— (A∇u) ·∇v ∈ L1 (Ω) car

— A∇u ∈ L2 (Ω) car
— A ∈ L∞ (Ω).
— u ∈ H1 (Ω) =⇒ ∇u ∈ L2 (Ω).

— v ∈ H1 (Ω) =⇒ ∇v ∈ L2 (Ω).
— uv ∈ L1 (Γ2) car

— u ∈ H1 (Ω) =⇒ u ∈ L2 (Γ2) par le théorème de trace.
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— v ∈ H1 (Ω) =⇒ v ∈ L2 (Γ2) par le théorème de trace.
On sait également que b est bien définie puisque l’on peut écrire

b (v) = ⟨f, v⟩V ′,V + ⟨g, v⟩
H− 1

2 (Γ2),H
1
2 (Γ2)

.

On a donc trouvé une formulation variationnelle du problème initial :

Chercher u ∈ V tel que ∀v ∈ V, a (u, v) = b (v) .

De manière générale, les formulations variationnelles de la forme

Chercher u ∈ V tel que ∀v ∈ V, a (u, v) = b (v)

où a est une forme bilinéaire sur V × V et b une forme linéaire sur V , permettent de mettre en
place une méthode de type éléments finis. En effet, en posant Vh ⊂ V de dimension finie N , on
peut discrétiser le problème sous la forme

Chercher uh ∈ Vh tel que ∀vh ∈ Vh, a (uh, vh) = b (vh) .

Soit (ϕ1, . . . , ϕN ) une base de Vh. Tout vecteur de Vh s’écrit vh (x) =
N∑
i=1

vjϕj (x). On peut donc

réécrire le problème sous la forme

Chercher U ∈ RN tel que AU = B

où A = (Ai,j)i,j∈J1,NK = (a (ϕj , ϕi))i,j∈J1,NK et B = (Bj)j∈J1,NK = (b (ϕj))j∈J1,NK.

2 Injections compactes
Définition. Soient V et W des espaces de Banach. Soit T ∈ L (V,W ). On dit que T est un
opérateur compact si ∀B ⊂ V borné, T (B) est un compact de W , ou de façon équivalente si pour
toute suite bornée (vn)n∈N de V , on peut extraire de (Tvn)n∈N une sous-suite qui converge dans
W .

Théorème (de Rellich). Soit Ω un ouvert borné de Rd.
— L’injection canonique i : H1

0 (Ω) → L2 (Ω) est compacte.
— Si Ω est lipschitzien, l’injection canonique i : H1 (Ω) → L2 (Ω) est compacte.

Un exemple d’application du théorème de Rellich est l’inégalité de Poincaré.

Théorème (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Il existe une constante CΩ ∈
R+ telle que

∀u ∈ H1
0 (Ω) , ∥u∥L2(Ω) ≤ CΩ∥∇u∥L2(Ω).
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