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1 Problémes aux limites

Soit € un ouvert borné de R? uniformément lipschitzien. On s’intéresse au probléme aux
limites suivant :

-V - (AVu) = f sur
Chercher u : 2 — R tel que u=20 sur I'y
(AVu) -n+pfu=g surly

avec les hypothéses :
— Ae L™ (QR);

Sym

— 3e>0,Vy € R yTA(2)y > c|ly|? pour presque tout = € Q;

— 5 >0.
/Q—V-(AVu)vz/va.

On a alors
/QfV~(AVu)v = /Q (AVu)~va/8Q ((AVu) -n)v = /Q (AVu)on/Fl ((AVu) -n) U/Fz ((AVL;Z n)v.

Or,

On impose u =v =0 sur I'y et Vu,v € V = {v € H" (Q),v|r, =0}, on pose

a(u,v):/Q(AVu)-Vv—kﬁ uv, b(v)—/ﬂfv%—/mgv.

s

La définition de V assure que a est bien définie puisqu’on a alors
— (AVu) - Vo € L' (Q) car
— AVu € L*(Q) car
— Ae L™ (Q).
—ue H' (Q) = VueL*(Q).
—ve H' (Q) = Vve L*(Q).
— wv € L' (T'y) car
— u€ H' (Q) = wu € L?(Ty) par le théoréme de trace.



— v e H' (Q) = v € L*(Ty) par le théoréme de trace.
On sait également que b est bien définie puisque 'on peut écrire

b(v) = <f»”>v/,v + <9»U>H—%(F2)’H%(F2) .
On a donc trouvé une formulation variationnelle du probléme initial :
Chercher u € V tel que Yv € V,a (u,v) =b(v).
De maniére générale, les formulations variationnelles de la forme
Chercher u € V tel que Yv € V,a (u,v) = b(v)

ou a est une forme bilinéaire sur V' x V' et b une forme linéaire sur V', permettent de mettre en
place une méthode de type éléments finis. En effet, en posant V};, C V de dimension finie N, on
peut discrétiser le probléme sous la forme

Chercher uy, € Vj, tel que Yvy, € Vi, a (up,vn) = b (vp) .

N

Soit (¢1,...,¢n) une base de V. Tout vecteur de Vj, s’écrit vy, (z) = Z vj¢; (x). On peut donc
i=1

réécrire le probléme sous la forme

Chercher U € R tel que AU = B

ou A = (Ai7j)7;7j€|11,]\]]] = (a (¢j7¢i))i,je[[1,N]] et B = (Bj)jeﬂLNﬂ = (b (¢j))j€|{17N]]'

2 Injections compactes

Définition. Soient V' et W des espaces de Banach. Soit T € L(V,W). On dit que T est un
opérateur compact si VB C V borné, T (B) est un compact de W, ou de fagon équivalente si pour
toute suite bornée (vy,) de V', on peut extraire de (T'v,), oy une sous-suite qui converge dans

w.

neN ne

Théoréme (de Rellich). Soit Q un ouvert borné de RY.
— Linjection canonique i : H} () — L? (Q) est compacte.
— Si Q est lipschitzien, Uinjection canonique i : H* (Q) — L* (Q) est compacte.

Un exemple d’application du théoréme de Rellich est I'inégalité de Poincaré.

Théoréme (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de R%. I existe une constante Cq €
R telle que
Vu € Hy (Q), lull 2(q) < Cal Vullpa(q)-



