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Soit Ω un ouvert de Rd.

1 Espaces de Sobolev
Définition. Soient p ∈ [1,+∞] et k ∈ N.

W k,p (Ω) =
{
u ∈ Lp (Ω) ,∀α ∈ Nd, |α| ≤ k, ∂αu ∈ Lp (Ω)

}
∀u ∈ W k,p (Ω) , ∥u∥Wk,p(Ω) =

 ∑
α∈Nd,|α|≤k

∥∂αu∥pLp(Ω)

 1
p

Théorème. — ∀p ∈ [1,+∞], ∀k ∈ Nd, W k,p est un espace de Banach.
— ∀k ∈ Nd, W k,2 (Ω) = Hk (Ω) est un espace de Hilbert.

Remarque. On a en particulier H1 (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) ,∇u ∈

(
L2 (Ω)

)d}. Dans ce cas, on utilise
le produit scalaire

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

uv +

∫
Ω

∇u · ∇v

si les fonctions u et v sont à valeurs réelles, ou le produit hermitien

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

ūv +

∫
Ω

∇ū · ∇v

si elles sont à valeurs complexes.

Proposition. Soit u ∈ H1 (Ω).

∥u∥L2(Ω) ≤ ∥u∥H1(Ω) ∥∇u∥L2(Ω) ≤ ∥u∥H1(Ω)

Définition.
H1

0 (Ω) = C∞
c (Ω)

H1(Ω)
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2 Théorème de trace
Théorème (de trace). Soit Ω un ouvert uniformément lipschitzien de Rd. Alors l’application
linéaire

H1 (Ω) ∩ C0
c

(
Ω̄
)

→ L2 (∂Ω)
u 7→ u|∂Ω

admet un unique prolongement par continuité

γ0 : H1 (Ω) → L2 (∂Ω) .

L’application trace γ0 est continue et on a

Ker (γ0) = H1
0 (Ω) Im (γ0) := H

1
2 (∂Ω)

Enfin, on a la formule d’intégration par parties :

∀u, v ∈ H1 (Ω) ,

∫
Ω

∂u

∂xj
v =

∫
∂Ω

γ0 (u) γ0 (v) (n · ej) dσ −
∫
Ω

u
∂v

∂xj

Définition.

H−1 (Ω) =
{
T ∈ D′ (Ω) ,∃c ∈ R+,∀ϕ ∈ D (Ω) , | ⟨T, ϕ⟩ | ≤ c∥ϕ∥H1(Ω)

}
Théorème. H−1 (Ω) est le dual topologique de H1

0 (Ω).

Théorème. Soit T ∈ H−1 (Ω). Alors T vérifie le système{
−∆uT + uT = T
uT ∈ H1

0 (Ω)

Proposition.

H−1 (Ω) =

T = u0 +

d∑
j=1

∂uj

∂xj
, (u0, ..., ud) ∈

(
L2 (Ω)

)d
De plus, u0 = uT du système précédent et ∀1 ≤ j ≤ d, uj = −∂uT

∂xj
.

3 Injections continues entre espaces de Sobolev

Théorème. Soit p ∈ [1,+∞[. On pose p∗ =
dp

d− p
. Alors W 1,p

(
Rd

)
↪−→ Lp∗ (

Rd
)
.

Théorème (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg).

∃c ∈ R+, ∥u∥Lp∗ (
Rd

)
≤ c∥∇u∥Lp(Rd)

Voici les principaux résultats à retenir de cette section :
— ∀p ∈ [1,+∞[, H1 (]a, b[) ↪−→ C0 ([a, b]).
— Si Ω est un ouvert lipschitzien de R2, alors H1 (Ω) ↪−→ Lp (Ω).
— Si Ω est un ouvert lipschitzien de R3, alors H1 (Ω) ↪−→ L6 (Ω).

4 Inégalité d’interpolation dans les Lp

Théorème. Soient p ∈ [1,+∞[ et q ∈]p,+∞]. Soit u ∈ Lp (Ω) ∩ Lq (Ω). Alors ∀r ∈ [p, q], u ∈
Lr (Ω) et ∥u∥L

r(Ω) ≤ ∥u∥αLp(Ω)∥u∥
1−α
Lq(Ω) où

1

r
=

α

p
+

1− α

q
.
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