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Soit © un ouvert de R

1 Espaces de Sobolev
Définition. Soient p € [1,+0] et k € N.

WP (Q) = {u € L (Q),Ya € N, |a| < k,0%u € LP (Q)}
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Théoréme. — Vp € [1,+0c], Vk € N?, W*P est un espace de Banach.

— Vk e N4, Wh2(Q) = H* (Q) est un espace de Hilbert.

Remarque. On a en particulier H' (Q) = {u €L*(Q),Vue (L? (Q))d} Dans ce cas, on utilise
le produit scalaire

(u,v)Hl(Q)Z/uv+ Vu - Vo
Q Q

si les fonctions u et v sont & valeurs réelles, ou le produit hermitien

(u,v)Hl(Q):/vaJr/Vﬂ'Vv
Q Q

si elles sont & valeurs complexes.

Proposition. Soit u € H' (Q).
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2 Théoréme de trace

Théoréme (de trace). Soit Q un ouvert uniformément lipschitzien de R?. Alors Uapplication
linéaire _
H'()NnC2(Q) — L?(09)
U= Uy

admet un unique prolongement par continuité
Y0 : HY(Q) — L*(09) .
L’application trace vy est continue et on a
Ker(y0) = Hy (@) Im(q0) = H* (09)
Enfin, on a la formule d’intégration par parties :
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Définition.
B (@) = {T € D(9). 3¢ € R Y6 € D(2).[(7.6) | < ellél oy
Théoréme. H ' (Q) est le dual topologique de Hy ().
Théoréme. Soit T € H* (). Alors T vérifie le systéme
{ —Aur+ur =T

ur € H& (Q)
Proposition.
4. u, d
H1(Q)=(T= — L*(Q
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De plus, ug = ur du systeme précédent et V1 < j < d,u; = T
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3 Injections continues entre espaces de Sobolev

d .
Théoréme. Soit p € [1,400[. On pose p* = dip Alors WP (Rd) — LP (]Rd).
-Pp

Théoréme (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg).
e € Ry, [|ul| L7 (RY) < ¢||Vul 1y @0
Voici les principaux résultats & retenir de cette section :
— Vp e [1,+oof, H' (Ja,b]) = C° ([a, b]).
— Si Q est un ouvert lipschitzien de R?, alors H* () — L? (Q).
— Si Q est un ouvert lipschitzien de R?, alors H* (Q) < L° (Q).

4 Inégalité d’interpolation dans les L”

Théoréme. Soient p € [1,+00| et ¢ €]p, +00]. Soit w € LP (Q) N LY (). Alors Vr € [p,q],u €
r L@ a l—a . a l-a
L7(@) et Jull ™ < ullo g lull adey 00 5 =+ —




