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Rappels sur la transformée de Fourier dans R?

1
Définition (Transformée de Fourier). Soit u € L' (Ri)
1 .
/ u(x) e S dx
Rg

(Fu) (§) =a(§) = —
(2)>

Vue L' (Ri) nrL? (Ri) ) Hﬁ’HL?(Rg) = \|U||L2(Rg)

Proposition.
Ce résultat permet de prolonger F en une unitaire de L* (R‘i) dans L* (Rg).

Proposition.
04 o
vu e L' (RY) , 2 (6) = ity (€)
Zj

Proposition (Transformée de Fourier inverse). Soit v € L' (Rg).

—1 1 i€-x
(Flo) (@)= —— [ w(©)erde

(2m)> Jrg

2 Espaces de Sobolev
{u € L*(Q) |Vu € (L2 (Q))d}

Soit 2 un ouvert de RZ.

Définition.
H' ()
Yu,v € H Q) (W, 0) () = / uv—i—/ Vu - Vo
Q Q

Théoréme. H' () est un espace de Hilbert.



Proposition. Soit u € H' (Q).

1
} !
lulloy = [ 1o+ [ 1902) " = (el + 19l

[ullz2(0) < [|ullm(@) [[Vul|L2 ) < [|ull g (o)
Définition. o
Hj (@) =C (@) "
Théoréme.
Hy (RY) = H' (RY)
La preuve se fait par troncature et régularisation. Plus précisément, considérons une fonction

u € H' (R?). On définit x € C2° (R?) une fonction test constante égale & 1 dans un voisinage de
0 et tendant lentement vers 0 en +00 et —oco. On pose alors
Vn € N,Ve € R u, (2) = u (2) x (f) .

n
On a Vn € N,u, € H! (]Rd) et a support compact. De plus, u, — u dans H' (Rd). Soit ¢ €

cr (]Rd) une fonction test telle que / ¢ = 1. On définit
Rd

Vn,j € Nyuy ;j = up * (jd¢>(j~))
une convoluée de u,, avec ¢. Alors la transformée de Fourier de u, ; vaut
R 4 (€
Gin,j (§) = (2m)2 4 (§) ¢ i)
On montre ensuite que
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ltnj = unllgr ey = (1 + [&l?) lin (€) 12
R4

ce qui permet de conclure.

3 Ouverts de classe C*, lipschitziens, uniformément lipschit-
ziens

Un ouvert Q de R? est respectivement de classe C*, lipschitzien ou uniformément lipschitzien
si V& € €, il existe un voisinage V, de z et respectivement un C*-diffeomorphisme, un homéo-
morphisme lipschitzien d’inverse lipschitzien ou un homéomorphisme uniformément lipschitzien
d’inverse uniformément lipschitzien, ¢, de | — 1,1[¢ dans V,, tels que

¢ (] = L[ x {0}) = V, N OQ
¢z (| = L1 '%] = 1,0) =V, NQ

Si Q est lipschitzien, il existe do une mesure de Lebesgue sur 92 et n (z) un vecteur normal
sortant défini o-presque partout sur 0f) tels que

Vo € Ct (9)7/Qdiv(¢):/m¢-nda.



Théoréme (de trace). Soit Q un ouvert uniformément lipschitzien de R<. Alors Uapplication
linéaire _
H' (Q)nC2(Q) — L*(09)
U= Uy

admet un unique prolongement par continuité
Yo : HY (Q) — L*(09) .
L’application trace o est continue et on a
Ker (y0) = Hy () Tm(y0) := H? ()
Enfin, on a la formule d’intégration par parties :

ou ov

1 _ ) = . . — -
Yu,v € H (), ; 8%1} /{m Yo (w) 0 (v) (n - e5)do Quﬁmj

Les ouverts présentant des points de rebroussement ou des fissures ne sont pas lipschitziens.



