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Dans ce cinquiéme résumé, on entreprend I'étude des systémes a deux états dans 'espace C?, avant
d’aborder I’étude des systémes multi-états grace au formalisme tensoriel.
1 Systémes a deux états

Ici, I'espace d’états est £ = C?, muni de la base

[+ =(g) =1 =10
0
1

,>:

1.1 Ensemble des états purs
L’ensemble des états purs de H est PC?, I'espace projectif de C2, défini par
PC?=C*"/ ~

oil ~ est la relation d’équivalence définie par |1)) ~ |¢) <= 30 € R||¢) = €' |¢)).

PC? est isomorphe a S? la sphére de rayon 1 de R® par I'isomorphisme suivant :

S —  PC?
n — C'y,



1.2 Observables

On peut montrer que tout observable A peut s’écrire
A=al, +bA,, (a,b) e R% p € S
ol A}, = p - o est 'observable associée & Ap la polarisation selon I'axe p.

Plus précisément, on a
¢ Dz Dz — 1P
A, =p-oc= ) v
p=P (px + 1py —Pz )

Le spectre de Ap est o (Ap) = {~1;1}. A, vérifie les relations

Aprp = tp, A;pwp = —tbp

En considérant un état ¢ € C? vérifiant ||¢|| = 1, on a donc

Py,a, (1) = xqry (dp) I =111} (Wil 10} 1P = | () 1

2 Formalisme tensoriel

On considére désormais deux espaces de Hilbert complexes séparables H; et Ho de bases hilbertiennes
respectives (¢1.m),,cy €t (¢2,n),cns et on se place dans I'espace produit tensoriel H; ® Hz muni de la
base hilbertienne

(¢1,m ® qj)z’n)m,neN

Exemple 1.
C” ®C° e
~— ~~
vecteurs de la forme 37, je; matrices de la forme 3°7_, 75 Mj rej®ex
Exemple 2.

L2 (Ql) ®L2 (Qg) = L2 (Ql X Qg)
3f(z1) 39(z2) Sh(z1,x2)

2.1 Etats factorisés
Un état est dit factorisé s’il se met sous la forme
1) @ [th2) = |1 @ 1h2) = |1, 92) = [Y112)
Exemple 3. Avec Hy = L* (), Ho = L* (), 11 € Hy et 1o € Ho, un état factorisé vérifie
(Y1 ® P2) (21, 22) = 1 (1) P2 (22)
Exemple 4. Avec Hy = C", Ho = C?, uy € Hy et ug € Ho, un état factorisé vérifie
u @ug = u1u2T

u11 U21 .
Ainsi, en notant uy = et ug = - |, ona (ulug)ij = uju2;. En effet, siug = g ui€e; et

i—1
Uiy U2s ¢

S
Us = g ug;fj, alors

j=1

u; ®ug = (Z U1i9i> & ZUij:j = Z ZuliUZjei ® fj
j=1

i=1 i=1 j=1



2.2 Opérations élémentaires

Pour tous états ¢ € Hy et ¥y € Ho, on a

|Oﬂ/}17¢2> =« W1a¢2> = |¢1704¢2>
[p1 + Y1, x2) = |¢1, X2) + |¥1, x2)
|61, x2 + &2) = @1, x2) + [91,62)

2.3 Produit scalaire

Pour tous états ¢1,191 € Hi et ¢2,12 € Ha, on a

(D1 ® d2lth1 @ Y2)gy ga, = (D11V01) 4, (D2lt2)yy,

Exemple 5. Avec Hi = L* (1), Ho = L? (), on a

(01 ® d2l|t1 @Y2)gy on, = (/Q ¢1¢1) (/Q ¢2¢2) = /Q . (61 ® ¢2) (1 @ 2)

Fubini



